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Abstract

中子扩散计算是反应堆物理分析、堆芯设计与安全评估中的关键环节。实际堆芯通常由多种材料组成，扩散
系数与宏观截面往往具有不连续分布的特性。利用深度学习方法进行非均匀介质中子扩散计算时，界面处
系数的不连续性会导致数值解产生奇异性，进而引发收敛困难等问题。针对上述问题，本文将变域积分弱解
（VIWS）理论引入非均匀介质中子扩散深度学习计算，给出了适合复杂几何、多群条件下的中子扩散方程变
域积分弱解具体形式，降低了方程微分项的阶数，消除了界面系数不连续带来的奇异性；构建了适用于固定
源与特征值问题的无网格深度学习计算框架，基于单一神经网络在全求解域上构建了深度学习损失函数，避
免了在材料界面上的额外数值处理，从而降低了深度学习计算的复杂性。进一步采用原函数变换，将弱解形
式方程中带有连续核的积分项变换为微分形式，提升了深度学习计算效率。多个典型算例的数值结果表明，
所提方法能够有效求解二维与三维非均匀介质中子扩散问题，对复杂几何、多群、特征值求解等重要问题均
具有良好的适应性。本文工作提供了中子扩散计算新的技术途径，为中子扩散方程深度学习方法的工程应用
奠定了良好的技术基础。
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1. 引言 (Introduction)

中子通量分布与临界特征值的准确预测是反应堆堆芯设计、燃料管理和安全裕度评估中的基础问题。作
为中子输运方程在工程尺度上的经典近似，中子扩散方程兼具物理可解释性和计算效率，长期用于反应堆物
理分析 [1, 2]。实际堆芯通常由燃料、包壳、慢化剂、反射层和控制棒等多种材料组成，扩散系数与宏观截
面在材料界面处呈分段突变。受界面条件约束，中子通量保持连续，而其法向梯度随扩散系数的变化而发生
跳变。由此产生的界面奇异性，是复杂非均匀介质中子扩散计算中亟待重点处理的问题。
针对中子扩散方程，传统数值方法已形成较为成熟的技术体系，主要包括有限差分法（FDM）[3, 4]、有

限体积法（FVM）[5]、有限元法（FEM）[6, 7] 以及各类节点法 [8–10]。这些方法在反应堆工程计算中具有
较高可靠性，并已在现有堆型分析与设计中得到广泛应用。但随着未来反应堆堆芯几何结构更加复杂、布局
更加紧凑，中子各向异性进一步增强，发展高维高精度，几何适应性强、兼具连续场表达能力和界面处理能
力的无网格计算方法，仍是工业界持续关注的重点与难点。
近年来，以物理信息神经网络（PINNs）[11] 为代表的基于深度学习的微分方程数值方法在复杂非线性

偏微分方程求解中显示出一定优势，并已应用于多个学科问题 [12–15]。特别地，在反应堆物理领域，PINN
已被用于多维中子扩散计算、反应堆动力学、瞬态分析和临界特征值问题 [16–23]。然而，现有的深度学习
方法在处理不连续系数问题时仍面临明显困难：一方面，系数的突变使得解的光滑性假设失效；另一方面，
由于在逼近高频特征时存在固有的谱偏差，这些方法难以精确捕捉界面附近的梯度跃变 [24, 25]。为了解决
这些问题，已有研究提出了多种改进策略，大体可归纳为三类。第一类方法采用区域分解策略，使用多个神
经网络分别表示不同子域内的解，并通过通量连续性等界面条件实现子域耦合 [26–31]。第二类方法保持单
一网络结构，通过调整界面附近采样点密度或引入残差重采样机制，提高网络对局部非光滑区域的分辨能力
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[17, 32]。第三类方法同样基于单一网络框架，但通过设计特殊激活函数 [33, 34] 或构造专门的界面损失函数
[35–38] 来刻画界面跳变特征。总体而言，虽然第二类方法实现简单，但由于界面导数的奇异性问题，其往
往难以捕捉不连续特征，导致精度大幅下降。而第一类和第三类方法在简单界面问题上具有更好的精度和
效率，但在应用于多区域或复杂几何时，计算复杂度较高。每个界面都需要专门的处理，这必然导致性能下
降。针对中子扩散问题，也有研究发展了守恒型 PINN（cPINN）、数据赋能 PINN（DEPINN）和残差重采
样物理信息神经网络（R2-PINN）等方法 [39–43]。这些方法一定程度上改善了训练稳定性和求解精度，但
在界面密集的复杂堆芯几何中，往往仍需依赖区域分解、多网络耦合或先验数据。因此，如何在单一全局网
络框架下有效处理不连续系数引起的界面奇异性，仍是深度学习中子扩散计算中亟需解决的问题 [44, 45]。
最近，文献 [? ] 提出的变域积分弱解方法（Variable-domain Integral Weak Solution, VIWS）为不连续

系数偏微分方程的深度学习求解提供了新的思路。该方法不同于传统的固定区域积分弱解形式，其核心在
于以变域积分弱形式替代强形式残差，从而降低材料界面处梯度跳变对网络训练的影响。然而，已有 VIWS
研究仅给出了变域积分弱解的基本数理形式 [46? ]，缺乏对中子扩散方程的详细推导及完整形式，特别是对
于高维多群、复杂几何、特征值搜索等反应堆工程中子扩散计算涉及的重要问题尚未进行充分验证。为此，
本文将 VIWS 理论拓展至非均匀介质中子扩散计算，构建了适合复杂中子扩散计算的深度学习框架，并通
过具有工程特点的中子扩散计算典型算例，验证与评价 VIWS 理论及其相关数值计算方法的性能和在反应
堆工程上的适用性。
本文其余部分安排如下：第二节给出中子扩散方程的数学模型，重点介绍多群固定源问题、特征值问题

及非均匀介质界面条件；第三节构建中子扩散方程的变域积分弱形式，并给出原函数变换及相应的深度学习
求解框架；第四节通过多个二维和三维数值算例验证所提方法在复杂几何、多群耦合和特征值计算中的性
能；第五节总结全文并展望后续研究方向。

2. 中子扩散方程

中子扩散方程是中子输运方程在工程尺度上的常用近似，也是反应堆物理分析和堆芯设计中的基础模型。
它描述中子在介质中的扩散、吸收、散射和裂变产生过程。其连续能量形式可写为 [2]

1
v
∂ϕ(r, E, t)
∂t

= ∇ · (D(r, E)∇ϕ(r, E, t)) − Σt(r, E)ϕ(r, E, t)

+

∫ ∞
0
Σs
(
r, E′ → E

)
ϕ
(
r, E′, t

)
dE′

+ χ(E)
∫ ∞

0
ν
(
E′
)
Σf
(
r, E′
)
ϕ
(
r, E′, t

)
dE′ + S (r, E, t),

(1)

其中，ϕ(r, E, t) 为中子通量，v 为中子速率，D 为扩散系数，ν 为平均裂变中子数，χ(E) 为裂变中子能谱，
Σt、Σs 和 Σf 分别为总截面、散射截面和裂变截面，S 为外源项。
实际计算中通常关心稳态问题。忽略时间项，并将连续能量变量离散为 G 个能群，可得稳态多群固定源

扩散方程：

−∇ ·
(
Dg(r)∇ϕg(r)

)
+ Σt,g(r)ϕg(r) =

G∑
g′=1

Σs,g′→g(r)ϕg′ (r) + χg

G∑
g′=1

(νΣf)g′ (r)ϕg′ (r) + S g(r), g = 1, 2, . . . ,G. (2)

式中，ϕg、Dg 与 S g 分别为第 g 群的中子通量、扩散系数和外源项；Σt,g、Σs,g′→g、(νΣf)g′ 与 χg 分别代表总
截面、由第 g′ 群散射至第 g 群的散射截面、第 g′ 群的裂变产生截面和裂变谱份额。
当外源项为零时，堆芯临界特性可由有效增殖因子 keff 描述。此时，多群扩散方程可写为特征值问题：

−∇ ·
(
Dg(r)∇ϕg(r)

)
+ Σt,g(r)ϕg(r) =

G∑
g′=1

Σs,g′→g(r)ϕg′ (r) +
χg

keff

G∑
g′=1

(νΣf)g′ (r)ϕg′ (r), g = 1, 2, . . . ,G. (3)

其中，keff < 1、keff = 1 和 keff > 1 分别对应次临界、临界和超临界状态。
为保证问题适定，还需在边界 ∂Ω 上给定边界条件。常见边界条件可统一写为

αg(r)ϕg(r) + βg(r)Dg(r)∇ϕg(r) · n = qg(r), r ∈ ∂Ω, (4)
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其中，n为边界单位外法向量。通过选取不同的 αg、βg 和 qg，可表示给定通量边界、给定法向流边界、反
射边界和真空边界等情况。
实际堆芯由多种材料组成，扩散系数和宏观截面在不同材料区内取值不同。设计算域 Ω 被划分为 M 个

互不重叠的子区域：

Ω =

M⋃
m=1

Ωm, Ω◦i ∩Ω◦j = ∅, i , j. (5)

在子域 Ωm 内，材料参数可表示为

Dg(r) = D(m)
g , Σt,g(r) = Σ(m)

t,g , Σs,g′→g(r) = Σ(m)
s,g′→g, Σf,g(r) = Σ(m)

f,g , r ∈ Ωm. (6)

因此，在材料界面
Γi j = ∂Ωi ∩ ∂Ω j (7)

处，材料参数通常发生跳变。根据中子守恒，界面两侧应满足

[ϕg]Γi j = 0,
[
Dg∇ϕg · n

]
Γi j
= 0. (8)

其中，[·]Γi j 表示界面两侧的跳跃。Eq. (8) 表明，中子通量在界面处连续，但由于 Dg 发生跳变，其梯度一
般不连续。也就是说，真实解在材料界面处并不光滑。对于直接使用强形式残差的 PINN，这会使二阶导数
的计算变得不稳定，并容易造成界面附近的误差积累和训练困难 [35]。

3. 方法论 (Methodology)

3.1. 变域积分弱形式
针对 Eq. (3) 所示的稳态多群特征值问题，本节构造其变域积分弱形式（Variable-domain Integral Weak

Solution, VIWS）[? ]。对于计算域 Ω ⊂ Rd 内的任意空间点 r = (r1, . . . , rd)，定义对应的变域积分区域 Ωr
为：

Ωr = {ξ ∈ Ω : ξk ≤ rk, k = 1, . . . , d} . (9)
相应地，Ωr 的边界 ∂Ωr 可划分为外部物理边界 Γr

E 与内部截断界面 Γ
r
I：

∂Ωr = Γ
r
E ∪ Γr

I ,

{
Γr

E = ∂Ωr ∩ ΓE ,
Γr

I = ∂Ωr \ ΓE .
(10)

其中，Γr
E 表示由物理边界 ∂Ω 继承而来的外部边界，Γ

r
I 表示由变域积分区域截断形成的内部界面。

将 Eq. (3) 的第 g 群方程乘以测试函数 v(ξ)，并在变域积分区域 Ωr 上进行积分，可得∫
Ωr

[
−∇ ·
(
Dg(ξ)∇ϕg(ξ)

)]
v(ξ) dξ +

∫
Ωr

Σt,g(ξ)ϕg(ξ)v(ξ) dξ

=

∫
Ωr

 G∑
g′=1

Σs,g′→g(ξ)ϕg′ (ξ) +
χg

keff

G∑
g′=1

(νΣf)g′ (ξ)ϕg′ (ξ)

 v(ξ) dξ.
(11)

根据基本弱解理论 [47]，可将扩散项分解为体积分项、外部边界流项与内部界面流项：∫
Ωr

[
−∇ ·
(
Dg(ξ)∇ϕg(ξ)

)]
v(ξ) dξ =

∫
Ωr

Dg(ξ)∇ϕg(ξ) · ∇v(ξ) dξ︸                             ︷︷                             ︸
体积分项

+

∫
Γr

E

[
−Dg(ξ)∇ϕg(ξ) · n

]
v(ξ) dγ︸                                  ︷︷                                  ︸

外部边界项

+

∫
Γr

I

[
−Dg(ξ)∇ϕg(ξ) · n

]
v(ξ) dγ︸                                  ︷︷                                  ︸

内部界面项

.

(12)

3



其中，n为边界 ∂Ωr 上的单位外法向量。
将 Eq. (12) 代入 Eq. (11)，可得到第 g 群多群扩散特征值问题的变域弱形式：∫
Ωr

Dg(ξ)∇ϕg(ξ) · ∇v(ξ) dξ +
∫
Γr

E

[
−Dg(ξ)∇ϕg(ξ) · n

]
v(ξ) dγ +

∫
Γr

I

[
−Dg(ξ)∇ϕg(ξ) · n

]
v(ξ) dγ

+

∫
Ωr

Σt,g(ξ)ϕg(ξ)v(ξ) dξ =
∫
Ωr

 G∑
g′=1

Σs,g′→g(ξ)ϕg′ (ξ) +
χg

keff

G∑
g′=1

(νΣf)g′ (ξ)ϕg′ (ξ)

 v(ξ) dξ, g = 1, 2, . . . ,G.

(13)
需要指出的是，上述变域积分形式中的各项可根据测试函数 v(ξ) 的选取以及边界条件的具体类型进行针对
性简化 [46]。

3.2. 二维两群稳态扩散方程的变域积分弱形式
作为示例，考虑矩形区域 Ω = [a, b] × [c, d] 上的二维两群稳态扩散特征值问题：

−∇ · (D1(x, y)∇ϕ1(x, y)) +
[
Σa,1(x, y) + Σs,1→2(x, y)

]
ϕ1(x, y) =

1
keff

[
ν1Σf,1(x, y)ϕ1(x, y) + ν2Σf,2(x, y)ϕ2(x, y)

]
,

−∇ · (D2(x, y)∇ϕ2(x, y)) + Σa,2(x, y)ϕ2(x, y) = Σs,1→2(x, y)ϕ1(x, y),
(14)

其中，Σa,g 为吸收截面，Σs,1→2 为快群向热群散射截面。对于任意空间点 (x, y) ∈ Ω，定义其对应的二维变域
积分区域为

Ωr = [a, x] × [c, y]. (15)
该变域积分的几何原理如图 Fig. 1(a) 所示。

Figure 1: 变域积分区域示意图：(a) 二维矩形区域；(b) 三维立方体区域。

以下通过第一群方程推导其弱形式。将 Eq. (14)中的首式在变域 Ωr 上积分，并选取常数测试函数 v = 1，
可得： ∫ y

c

∫ x

a

[−∇ · (D1(x′, y′)∇ϕ1(x′, y′)
)]

dx′dy′

+

∫ y

c

∫ x

a

[
Σa,1(x′, y′) + Σs,1→2(x′, y′)

]
ϕ1(x′, y′) dx′dy′

=
1

keff

∫ y

c

∫ x

a

[
ν1Σf,1(x′, y′)ϕ1(x′, y′) + ν2Σf,2(x′, y′)ϕ2(x′, y′)

]
dx′dy′.

(16)

由于常数测试函数的梯度 ∇v 为零，同时利用基本弱解理论，上述扩散项可转化为边界积分形式：∫ y

c

∫ x

a

[−∇ · (D1(x′, y′)∇ϕ1(x′, y′)
)]

dx′dy′ = −
∮
∂Ωr

D1(x′, y′)∇ϕ1(x′, y′) · ndγ. (17)
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对于矩形子域 Ωr = [a, x] × [c, y]，其四条边界上的外法向量 n 分别为：x′ = a 处为 (−1, 0)，x′ = x 处为
(1, 0)，y′ = c 处为 (0,−1)，y′ = y 处为 (0, 1)。据此，扩散项的边界积分可展开为：

−
∮
∂Ωr

D1(x′, y′)∇ϕ1(x′, y′) · ndγ =
∫ y

c
D1(a, y′)

∂ϕ1

∂x′
(a, y′) dy′ −

∫ y

c
D1(x, y′)

∂ϕ1

∂x′
(x, y′) dy′

+

∫ x

a
D1(x′, c)

∂ϕ1

∂y′
(x′, c) dx′ −

∫ x

a
D1(x′, y)

∂ϕ1

∂y′
(x′, y) dx′.

(18)

将 Eq. (18) 代入 Eq. (16)，即得第一群方程的二维变域积分弱形式。同理，对第二群方程在 Ωr 上积分并整
理，可获得相应的弱形式方程。因此，矩形区域上二维两群稳态扩散特征值问题的变域积分弱形式可写为

∫ y

c
D1(a, y′)

∂ϕ1

∂x′
(a, y′) dy′ −

∫ y

c
D1(x, y′)

∂ϕ1

∂x′
(x, y′) dy′

+

∫ x

a
D1(x′, c)

∂ϕ1

∂y′
(x′, c) dx′ −

∫ x

a
D1(x′, y)

∂ϕ1

∂y′
(x′, y) dx′

+

∫ y

c

∫ x

a

[
Σa,1(x′, y′) + Σs,1→2(x′, y′)

]
ϕ1(x′, y′) dx′dy′

=
1

keff

∫ y

c

∫ x

a

[
ν1Σf,1(x′, y′)ϕ1(x′, y′) + ν2Σf,2(x′, y′)ϕ2(x′, y′)

]
dx′dy′,

∫ y

c
D2(a, y′)

∂ϕ2

∂x′
(a, y′) dy′ −

∫ y

c
D2(x, y′)

∂ϕ2

∂x′
(x, y′) dy′

+

∫ x

a
D2(x′, c)

∂ϕ2

∂y′
(x′, c) dx′ −

∫ x

a
D2(x′, y)

∂ϕ2

∂y′
(x′, y) dx′

+

∫ y

c

∫ x

a
Σa,2(x′, y′)ϕ2(x′, y′) dx′dy′ =

∫ y

c

∫ x

a
Σs,1→2(x′, y′)ϕ1(x′, y′) dx′dy′.

(19)

针对三维问题，若 r = (x, y, z) 且计算域 Ω = [a, b] × [c, d] × [e, f ]，其变域积分区域定义为：

Ωr = [a, x] × [c, y] × [e, z]. (20)

其原理如图 Fig. 1(b) 所示。三维情形的推导思路与二维类似，主要区别在于变域边界由线段扩展为曲面，
相应边界积分也由线积分变为空间曲面积分。此外，该方法可直接推广至其余多群扩散方程组。

3.3. 原函数变换
在构建 Eq. (13) 所示的变域积分弱形式后，若直接采用传统数值积分方法处理其中的变域积分项，由于

深度学习方法涉及大规模迭代优化，密集的离散求和计算将导致显著的计算负载 [48–51]。为提升计算效率，
本文引入原函数变换理论 [52]，旨在将满足连续性条件的变域积分项转化为等价的局部微分约束，从而降低
待处理数值积分项的规模。
针对 Eq. (13)中的扩散体积分项，若被积函数 Dg(ξ)∇ϕg(ξ) ·∇v(ξ)在积分域内连续，根据 Newton–Leibniz

公式 [53] 及相关理论 [52]，可定义原函数 Fg,0(r) 使其满足如下微分-积分关系：
Fg,0(r) =

∫
Ωr

Dg(ξ)∇ϕg(ξ) · ∇v(ξ) dξ,

∂dFg,0

∂r1∂r2 · · · ∂rd
= Dg(r)∇ϕg(r) · ∇v(r).

(21)

由于原函数族在定义上相差一个关于 r 的函数项 C(r) [53]，为保证其唯一性，必须引入特定的定解条件，记
为 Fg,0(ra) = ga。关于这类定解条件的构造及其具体讨论，可参见文献 [46, 52? ]。
同理，对于 Eq. (13) 中的边界积分项，若被积函数

[
−Dg(ξ)∇ϕg(ξ) · n

]
v(ξ) 满足连续性要求，可将其沿坐

标方向进行分解。在满足定解约束 Fg,ℓ(rb) = gℓ 的前提下，可确定第 ℓ 个坐标方向对应的原函数 Fg,ℓ(r)。通
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过上述变换，原变域积分弱形式 Eq. (13) 最终可转化为如下变阶弱形式：

Fg,0(r) −
d∑
ℓ=1

Fg,ℓ(r) +
∫
Ωr

Σt,g(ξ)ϕg(ξ)v(ξ) dξ

=

∫
Ωr

 G∑
g′=1

Σs,g′→g(ξ)ϕg′ (ξ) +
χg

keff

G∑
g′=1

(νΣf)g′ (ξ)ϕg′ (ξ)

 v(ξ) dξ, g = 1, 2, . . . ,G.

(22)

3.4. 变阶弱形式的深度学习求解
在获得 Eq. (22) 所示的变阶形式后，可基于经典 PINN 架构 [11] 或改进的微分方程深度学习框架

[25, 54, 55] 进行求解。本文采用神经网络近似各能群中子通量及相应原函数。对于第 g 个能群，中子通量
表示为

ϕg,θ(r) = Nϕg (r; θg), g = 1, 2, . . . ,G, (23)
其中，Nϕg 为第 g 群中子通量网络，θg 为其网络参数。
类似地，原函数项可表示为

Fg,m,η(r) = NFg,m (r; ηg,m), m = 0, 1, . . . , d. (24)

其中，Fg,0,η 对应扩散体积分项的原函数，Fg,ℓ,η 对应第 ℓ 个坐标方向的边界通量原函数，ℓ = 1, 2, . . . , d。实
际实现中，可为不同原函数分别构造独立网络，也可采用多输出神经网络统一表示多个原函数分量。
基于上述近似，总损失函数由主方程残差、原函数定义约束、原函数定解条件和物理边界条件组成：

L = wrLr + wdefLdef + wFLF + wbLb, (25)

其中，Lr 用于约束 Eq. (22) 所示的主方程残差；Ldef 用于约束原函数与其对应被积函数之间的微分关系；
LF 用于施加原函数定解条件；Lb 用于满足 Eq. (4) 所示的物理边界条件。wr、wdef、wF 和 wb 为相应损失
权重。
需要说明的是，Eq. (22) 中满足连续性要求的扩散体积分项和部分边界通量项通过原函数网络及其自动

微分进行约束；而吸收项、散射项和裂变源项通常包含材料相关宏观截面，在多材料问题中可能存在界面跳
变，因此通过数值积分进行计算。这样既减少了需要直接数值积分的项数，又避免了对不连续项强行构造全
域原函数。
训练过程中，通过优化所有神经网络参数，使总损失函数 Eq. (25) 逐步减小。当损失值达到预设精度要

求或满足停止准则时，Nϕg (r; θg) 即作为第 g 群中子通量 ϕg(r) 的数值近似。相关实现细节可参见 [48, 52]。

4. 数值实验

本节通过五个算例验证 VIWS 方法求解不连续系数中子扩散方程的能力，覆盖二维复杂边界、三维多
界面结构、圆柱棒束阵列、两群固定源问题和 2D-IAEA 两群特征值基准题。参考解均由高精度有限元方法
（FEM）获得，对比方法采用标准 PINN [11]。

除特别说明外，各算例采用相同训练设置。损失函数中各项权重 wr、wdef、wF 和 wb 根据各约束项的物
理含义和数值实验经验选取。训练采用 Adam 与 L-BFGS 结合的两阶段策略：Adam 阶段学习率为 10−3，
迭代 2000 步；随后采用 L-BFGS 进一步优化，直至损失函数满足收敛准则。默认网络为 8 层全连接神经网
络，每层 32 个神经元，激活函数为 Tanh。
预测精度采用相对 L2 误差衡量：

ϵL2 =
∥ϕ̂ − ϕref∥2
∥ϕref∥2

=

√√√√∑N
i=1

(
ϕ̂(ri) − ϕref(ri)

)2∑N
i=1 ϕ

2
ref(ri)

, (26)

其中 ϕ̂ 为神经网络预测通量，ϕref 为 FEM 参考通量，N 为测试点数量。对于特征值问题，有效增殖因子偏
差采用 pcm 表示，即 ∆kpcm = |kNN − kref | × 105。

6



4.1. 算例 1：2D 正六边形单群固定源问题
本算例考虑二维正六边形区域中的单群固定源问题，用于考察 VIWS 在复杂外边界问题上的性能。

Eq. (2) 对应的单群固定源方程形式为

−∇ · (D(r)∇ϕ(r)) + Σt(r)ϕ(r) = νΣf(r)ϕ(r) + S (r), r ∈ Ω (27)

其中 r = (x, y)，ϕ 为单群中子通量。外边界施加齐次 Dirichlet 条件：ϕ(r) = 0, r ∈ ∂Ω。
计算域 Ω 为外接圆半径 R = 1.0 cm 的正六边形，并由两个同心圆界面划分为三个子域 Ω1、Ω2 和 Ω3。

Fig. 2(a) 给出几何与材料分区，Fig. 2(b) 给出 FEM 参考通量。材料参数列于 Table 1。

Table 1: 算例 1：2D 正六边形单群固定源问题的材料参数

子域 径向范围 D (cm) Σt (cm−1) νΣf (cm−1) S (cm−3·s−1)
Ω1 r ≤ 0.5 1.00 0.220 0.120 10
Ω2 0.5 < r ≤ 0.65 0.25 0.060 0.000 0
Ω3 r > 0.65 4.00 0.020 0.000 0

VIWS 采用四个相互独立的神经网络分别表示中子通量 ϕ(x, y) 和原函数 {Fk}2k=0，域内与边界采样点总数
为 10, 000。针对正六边形边界，本文采用在 ∂Ω 上为零的钟形神经网络测试函数，其空间分布见 Fig. 2(c)。

Figure 2: 算例 1：2D 正六边形单群固定源问题的计算设置。(a) 几何与材料分区；(b) FEM 参考通量；(c) 神经网络测试函数 v。

Fig. 3比较了标准 PINN与 VIWS的通量预测结果及绝对误差。标准 PINN的相对 L2 误差为 4.04×10−1，
误差主要集中在源区 Ω1 附近；VIWS 的相对 L2 误差降至 1.25 × 10−2。Fig. 4 给出了 VIWS 学习得到的原
函数场 F0、F1 和 F2。结果表明，VIWS 在处理复杂外边界问题上具有良好适用性, 其精度相较于 PINN 具
有明显提升。

Figure 3: 算例 1：2D 正六边形单群固定源问题的通量预测与误差对比。(a) PINN 预测通量；(b) PINN 绝对误差；(c) VIWS 预测
通量；(d) VIWS 绝对误差。
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Figure 4: 算例 1：2D 正六边形三材料单群固定源问题的原函数场。(a) F0；(b) F1；(c) F2。

4.2. 算例 2：3D 八区域单群固定源问题
本算例考察 VIWS 在三维多界面非均匀介质问题中的性能。控制方程仍采用 Eq. (27)，其中 r = (x, y, z)，

外边界施加齐次 Dirichlet 条件。
计算域为 Ω = [−1, 1]3。三个坐标平面将立方体划分为 8 个子区域 Ω1, . . . ,Ω8。Fig. 5(a) 给出几何与材料

分区，Fig. 5(b) 给出 FEM 参考通量。材料参数列于 Table 2。

Table 2: 算例 2：3D 八区域单群固定源问题的材料参数

子域 D (cm) Σt (cm−1) νΣf (cm−1) S (cm−3·s−1)
Ω1,Ω3,Ω6,Ω8 1.00 0.220 0.120 10.0
Ω2,Ω4,Ω5,Ω7 4.00 0.020 0.000 0.0

Figure 5: 算例 2：3D 八区域单群固定源问题的计算设置。(a) 几何与材料分区；(b) FEM 参考通量。

本算例选取在部分边界上为零的测试函数 v = (x + 1)(y + 1)(z + 1)，并采用五个独立神经网络分别表示
ϕ(x, y, z) 和 {Fk}3k=0，采样点数为 216, 000。

Fig. 6 显示了标准 PINN 与 VIWS 的通量预测和误差分布。标准 PINN 在内部界面及界面交汇区域产
生明显误差，相对 L2 误差为 3.20 × 10−1；VIWS 的相对 L2 误差为 2.60 × 10−2。Fig. 7 给出了 VIWS 对应
的原函数 F0、F1、F2 和 F3。结果说明，本文所提方法能够较好处理高维非均匀介质界面引起的通量梯度
不连续问题。相对于经典 PINN 方法仍然具有明显精度优势。鉴于这种基于规则三维节块的扩散计算在大
型反应堆堆芯工程设计与分析中较为常见 [21]，本算例也从工程应用角度验证了该方法处理三维多界面问题
的适用性。
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Figure 6: 算例 2：3D 八区域单群固定源问题的通量预测与误差对比。(a) PINN 预测通量；(b) PINN 绝对误差；(c) VIWS 预测通
量；(d) VIWS 绝对误差。

Figure 7: 算例 2：3D 八区域单群固定源问题的原函数场。(a) F0；(b) F1；(c) F2；(d) F3。

4.3. 算例 3：3D 圆柱棒束阵列单群固定源问题
本算例通过模拟纵向贯穿的圆柱棒束阵列，进一步验证 VIWS 方法在处理多曲面几何界面及混合边

界条件时的适用性。控制方程采用 Eq. (27)，其中空间位置记为 r = (x, y, z)。计算域设定为立方体区域
Ω = [−1, 1]3。为模拟典型的堆芯物理边界，侧边界施加齐次 Dirichlet 条件（ϕ = 0）；上、下端面（z = ±1）
则施加零法向梯度的 Neumann 条件，即 ∇ϕ · n = 0。计算域内均匀排布 9 根沿 z 轴方向贯穿的燃料圆柱棒。
几何布局与材料分区见 Fig. 8(a)，材料参数见 Table 3。此外，由有限元法（FEM）生成的参考通量场见
Fig. 8(b)。

Table 3: 算例 3：3D 圆柱棒束阵列单群固定源问题的材料参数

子域 D (cm) Σt (cm−1) νΣf (cm−1) S (cm−3·s−1)
Ω1 1.00 0.220 0.120 10.0
Ω2 2.00 0.010 0.000 0
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Figure 8: 算例 3：3D 圆柱棒束阵列单群固定源问题的计算设置。(a) 几何与材料分区；(b) FEM 参考通量。

本算例测试函数取 v = 1，其余超参数与算例 2 保持一致。Fig. 9 给出了标准 PINN 与 VIWS 的通量预
测和误差分布。标准 PINN 的相对 L2 误差为 3.55 × 10−1，VIWS 的相对 L2 误差为 6.26 × 10−2。Fig. 10 给
出了对应原函数 F0、F1、F2 和 F3。

Figure 9: 算例 3：3D 圆柱棒束阵列单群固定源问题的通量预测与误差对比。(a) PINN 预测通量；(b) PINN 绝对误差；(c) VIWS
预测通量；(d) VIWS 绝对误差。

Figure 10: 算例 3：3D 圆柱棒束阵列单群固定源问题的原函数场。(a) F0；(b) F1；(c) F2；(d) F3。

结果表明，VIWS 可有效求解高维复杂几何界面问题，并能够处理 Dirichlet 与 Neumann 混合边界条件。
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4.4. 算例 4：2D L 形区域两群固定源问题
本算例进一步考察非规则几何中的两群耦合固定源问题。快群和热群通量分别记为 ϕ1 和 ϕ2，空间坐标

为 r = (x, y)。控制方程为

−∇ · (D1∇ϕ1(r)) +
(
Σa,1 + Σs,1→2

)
ϕ1(r) = ν1Σf,1ϕ1(r) + ν2Σf,2ϕ2(r) + S 1(r),

−∇ · (D2∇ϕ2(r)) + Σa,2ϕ2(r) = Σs,1→2ϕ1(r) + S 2(r),
(28)

其中 Dg 为第 g 群扩散系数，νgΣf,g 为裂变产生截面，S g 为固定源项。
计算域为二维 L形区域，由三个材料子区 Ω1、Ω2 和 Ω3 组成。Fig. 11(a)给出几何与材料分区，Fig. 11(b)

和 Fig. 11(c) 分别给出快群和热群 FEM 参考通量。两群材料参数列于 Table 4。

Table 4: 算例 4：2D L 形区域两群固定源问题的材料参数

子域 能群 Dg (cm) Σa,g (cm−1) νgΣf,g (cm−1) Σs,1→2 (cm−1) S g

Ω1 1 1.255 0.013052 0.00480 0.02533 1
2 0.2110 0.10030 0.00000 0

Ω2 1 1.268 0.011501 0.00432 0.02767 0
2 0.1902 0.07047 0.00000 0

Ω3 1 1.259 0.012562 0.00456 0.02617 0
2 0.2091 0.08344 0.00000 0

Figure 11: 算例 4：2D L 形区域两群固定源问题的计算设置。(a) 几何与材料分区；(b) 快群 FEM 参考通量；(c) 热群 FEM 参考
通量。

右边界和上边界施加零通量 Dirichlet 条件，左边界和下边界施加零法向流 Neumann 条件：

ϕg(r) = 0, r ∈ ∂ΩD,

∇ϕg(r) · n = 0, r ∈ ∂ΩN,
g = 1, 2, (29)

其中 n为单位外法向量，∂ΩD 和 ∂ΩN 分别表示 Dirichlet 边界和 Neumann 边界。
本算例采用两个独立神经网络分别表示 ϕ1 和 ϕ2，测试函数取 v = x + y + 1，域内均匀采样 13, 783

个点。Fig. 12 给出 VIWS 对快群和热群通量的预测结果及绝对误差。快群和热群相对 L2 误差分别为
ϵ(1)

L2
= 4.66 × 10−3 和 ϵ(2)

L2
= 2.10 × 10−2，较大误差主要位于 L 形凹角附近。结果说明，VIWS 能够处理非规

则几何中的两群耦合固定源问题。
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Figure 12: 算例 4：2D L 形区域两群固定源问题的 VIWS 通量预测与误差分布。(a) 快群预测通量；(b) 快群绝对误差；(c) 热群预
测通量；(d) 热群绝对误差。

4.5. 算例 5：2D-IAEA 两群中子扩散特征值基准题
本算例选取经典的 2D-IAEA 压水堆（PWR）两群中子扩散特征值基准题，旨在验证 VIWS 框架在处理

复杂多材料几何及特征值问题的适用性。该问题忽略了缓发中子先驱核的影响 [56]，其控制方程及对应的变
域积分弱形式分别见 Eq. (14) 与 Eq. (19)。在堆芯配置方面，该基准题由两类燃料区与外部反射层组成，共
计 177 个燃料组件；单个组件宽度为 20 cm，外围反射层厚度亦为 20 cm。基于几何结构与材料分布的对称
性，计算中仅取其四分之一区域，该区域涵盖 Ω1–Ω4 四类材料子区，具体排布如图 Fig. 13(a) 所示。边界
条件设定如下：对称边界采用零法向流 Neumann 条件，外部边界则采用零通量 Dirichlet 条件。相关材料
群常数详见 Table 5。此外，图 Fig. 13(b) 与 (c) 分别给出了基于有限元法（FEM）获得的快群与热群参考
通量分布，对应的参考有效增殖因子为 keff = 1.03394。

Table 5: 算例 5：2D-IAEA 两群中子扩散特征值基准题的材料参数

子域 能群 Dg (cm) Σa,g (cm−1) νgΣf,g (cm−1) Σs,1→2 (cm−1) 材料

Ω1 1 1.5 0.010 0.000 0.02 燃料 1
2 0.4 0.080 0.135

Ω2 1 1.5 0.010 0.000 0.02 燃料 2
2 0.4 0.085 0.135

Ω3 1 1.5 0.010 0.000 0.02 燃料 2 + 控制棒
2 0.4 0.130 0.135

Ω4 1 2.0 0.000 0.000 0.04 反射层
2 0.3 0.010 0.000

Figure 13: 算例 5：2D-IAEA 两群中子扩散特征值基准题的计算设置。(a) 四分之一堆芯几何与材料分区；(b) 快群 FEM 参考通量；
(c) 热群 FEM 参考通量。
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特征值问题的通量幅值具有尺度不唯一性 [18, 57]。为固定特征函数幅值并避免平凡解，本文对快群通量
施加全局归一化约束：

Lnorm =

 1
Nr

Nr∑
i=1

ϕ2
1(ri) − 1


2

. (30)

同时，在网络输入端引入 Fourier 特征映射 [58]，以增强网络对材料界面、几何角点和局部高梯度区域的表
征能力。有效增殖因子 keff 作为全局待优化参数，与神经网络权重同步更新。域内均匀采样 54, 677 个点，测
试函数取 v = 1。

Fig. 14 给出了 VIWS 的两群通量预测、误差分布及 keff 收敛过程。计算得到 keff = 1.03372，与 FEM
参考值的偏差约为 22 pcm。快群和热群通量相对 L2 误差分别为 ϵ

(1)
L2
= 4.01× 10−2 和 ϵ(2)

L2
= 8.89× 10−2。结果

说明，VIWS 能够用于具有工程几何特征的两群中子扩散特征值问题，并可同时给出有效增殖因子和对应通
量场。

Figure 14: 算例 5：2D-IAEA 两群中子扩散特征值基准题的 VIWS 计算结果。(a) 快群预测通量；(b) 快群绝对误差；(c) keff 收敛
曲线；(d) 热群预测通量；(e) 热群绝对误差。

5. 结论

本文针对非均匀介质中子扩散计算中材料系数不连续引起的界面梯度跳变问题，将变域积分弱解（VIWS）
理论应用于中子扩散方程的深度学习求解。本文主要贡献如下：首先，通过在分部积分过程中引入变域积分
区域，构造了适用于复杂几何和多群条件的中子扩散方程变域积分弱形式，从而有效缓解中子扩散方程求解
中界面导数奇异性带来的困难，并提高计算精度。其次，采用单一神经网络表示中子扩散方程全局数值解，
基于通量连续原理，隐式处理了界面导数跳变问题，避免了复杂内部界面条件的显式处理。最后，针对具有
连续核函数的积分项，进一步将其转化为相应的原函数形式并用于深度学习求解，从而提升了计算效率。
数值结果表明，本文所提方法在处理二维和三维非均匀介质中子扩散问题时具有良好的精度，显著优于

经典 PINN方法。适用于非规则边界、混合边界条件、多群耦合以及特征值计算，具有良好的工程应用潜力。
未来研究可重点关注将本文所提方法扩展到三维时空中子动力学问题、多物理场耦合和大规模反应堆复

杂堆芯问题等实际应用中。此外，未来还可结合新一代神经网络架构以及大规模并行计算的机器学习等方
法，以持续提升深度学习方法在中子扩散计算中的精度和效率，推进实际工程应用。
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